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Resumo

Sousa, D.B. O Azul do céu, o vermelho do Ouro e Muito mais: uma analise do espalhamento ele-
tromagnético no limite mesoscopico. 2021. 24p. Trabalho de conclusido de Curso (Bacharelado em

Fisica) - Instituto de fisica de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2021.

Neste trabalho estudamos as solug¢des exatas para o problema do espalhamento eletromagnético
por corpos de qualquer tamanho para duas geometrias simples: a esfera e o cilindro reto infinito.
Para isso, utilizamos a expansdao do campo eletromagnético em fungdes de onda vetoriais. Discuti-
mos também a teoria de se¢des de choque para o caso geral, e critérios de truncamento adequados
em alguns casos particulares, mostrando como a Teoria de Mie consegue explicar desde a coloragdo
de dispersdes metdlicas coloidais até o azul do céu, reproduzindo o espalhamento de Rayleigh para
particulas muito pequenas. Por fim, comentamos como € possivel estender o método utilizado aqui
para solucionar problemas em casos mais gerais, mostrando como a expansdo em funcdes de onda

vetoriais pode facilitar a computacdo de forcas Opticas, transformando integrais em somatorios.

Palavras Chave: Espalhamento Eletromagnético. Teoria de Mie. Matriz T.
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1 Introducao

Efeitos 6pticos como reflexdo e refracao da luz sdo consequéncias famosas do problema de espa-
lhamento de ondas eletromagnéticas. Esses sdo fendmenos observados numa escala macroscopica,
quando se considera um meio espalhador que seja muito maior que o comprimento de onda da luz
incidente, no chamado limite geométrico. Num caso geral, a forma das ondas refletidas e transmitidas
dependem das caracteristicas da onda incidente e do material responsdvel pelo espalhamento. Essa
dependéncia leva a fenOmenos interessantes, como o espalhamento ser mais intenso para determina-
dos comprimentos de onda, o que consegue explicar a coloragdo de diversos meios, desde o azul do

céu até o vermelho de suspensoes coloidais de ouro. Para particulas muito pequenas, a solucao de

14cos? 6

Rayleigh [1] mostra que a intensidade da luz espalhada € da forma [, oc ==

, com A 0 comprimento
de onda da luz incidente e 6 o angulo de espalhamento, o que explica o porqué de comprimentos de
onda menores (como o do azul) serem mais espalhados no céu. Além disso, o surgimento de campos
espalhados e transmitidos pode gerar a transferéncia de momento linear entre 0os campos € 0s corpos

espalhadores, gerando as chamadas forcas de espalhamento.

A dependéncia nas caracteristicas do meio ndo estd s6 em caracteristicas opticas como indice de
refracdo e de absor¢do, mas também da geometria e do tamanho do corpo espalhador. No limite
mesoscopico, em que o tamanho caracteristico do corpo espalhador é da ordem do comprimento de
onda da luz incidente, nao ha solu¢do analitica para casos de geometrias gerais e é necessario resolver
computacionalmente as equacdes de Maxwell de forma aproximada. Em primeira ordem, todavia, é
possivel aproximar essas particulas para esferas ou cilindros muito grandes, de forma que faz sentido
estudar esses casos que tém solugdo analitica conhecida. A relagdo das ondas espalhada e transmitida
com a onda monocromatica incidente, para uma esfera homogénea, foi encontrada analiticamente
por Mie em 1908 [2]. Por conta disso teorias de espalhamento no limite mesoscOpico sao chamadas

grosseiramente de Teorias de Mie.

Expandindo o campo elétrico e o magnético em termos de multipolo para a onda incidente e
espalhada, € possivel utilizar o ansatz de que os coeficientes dessa expansdo, para os dois campos, sao
relacionados por uma relagdo linear, denominados por uma matriz de transferéncia T. O problema
€ resolvido uma vez que os termos dessa matriz sdo encontrados. Pode-se, com isso, encontrar as
secoes de choque de espalhamento e de extin¢do desse processo, além de encontrar o momento linear
e angular dos campos espalhados e transmitidos, de forma a quantificar forcas e torques que o objeto

espalhador chega a sentir.

Este trabalho tem como objetivo derivar solu¢des analiticas para o problema dos espalhamento em
dois casos candnicos: na esfera e o cilindro infinito. Objetiva-se também estudar como essas solug¢des

podem explicar fendOmenos como a coloragdo do céu e de suspensodes coloidais metalicas.






2 Um pouco de teoria

2.1 Equacoes de Maxwell e a equacao de Helmholtz

Para um campo elétrico propagante e separavel E(r,t) = E,(r)e ™" (com w = 27 f a frequéncia
angular da onda, f a frequéncia) monocromadtico que satisfaca as leis de Maxwell, equagoes (1)-(4),

pode-se mostrar que a sua parte espacial satisfaz a equagdo (5), chamada de equagdo de Helmholtz.

V-E:a (D V-B=0 (2)
OB OE
V x E:_E 3) V x B:NO<J+€OE) 4)

B € o campo magnético, p é a densidade de carga elétrica, €, a permissividade elétrica do vécuo,
o a permeabilidade magnética do vacuo e J a densidade de corrente. V € o operador diferencial

(Del) e t € o tempo.
(V2 + F*)E, (r) = 0 5)

Onde V? € o operador Laplaciano, e k é o nimero de onda do campo elétrico propagante no meio.
Na matéria, e para efeitos macroscopicos, € possivel ainda se definir campos auxiliares para ade-
quar a efeitos de polarizacao e magnetizacao que levam a cargas e correntes “ligadas”. Define-se
assim o campo deslocamento elétrico D := ¢yE 4 P, onde P € o vetor polariza¢do do meio, e o vetor
auxiliar HH = % — M, onde M ¢ o vetor magnetizacdo do meio. Nesses casos, pode ser mais
conveniente trabalhar com a equacdo (6) ao invés de (1), e com a equacdo (7) ao invés de (4), apesar

de serem equivalentes.

V-D=ps (6) VxH:Jf+%—];) @)

Onde py € a densidade de cargas livres e J ¢ € a densidade de correntes livres.

Para determinados meios em que M o« B e P o« E (meios lineares e isotropicos), pode se
definir ainda uma permissividade elétrica (¢) e uma permeabilidade magnética (1), da forma que,
nesses meios, ficaria vidlido D = ¢E e B = pH. Para meios anisotrépicos essas relacdes sao vélidas
com € e j representando respectivamente a permissividade absoluta e a permeabilidade absoluta do
meio, operadores tensoriais cujas entradas sdo as permissividades e as permeabilidades em cada uma
das direcdes da base. Quando aplicados nos campos elétrico e magnético, retornam campos H e D
ndo obrigatoriamente paralelos a H e D, mas ainda assim linearmente dependentes. Para meios ndo

lineares € necessdria a expansdo com termos tensoriais de acoplamento de ordens superiores.

Definindo entdo o indice de refragdo do meio como sendo n = , /65’;0 a equacao de Helmholtz

toma a forma:
(V2+n2kHE =0 (8)

5



2.2 Solucoes para a Equacao de Helmholtz

Tomemos uma fungdo escalar ¥(r) que satisfaca a equacdo (9). A partir dela e de um vetor c
que seja constante na base de escolha, podemos escrever um vetor M que satisfaca a equagdo de
Helmholtz vetorial. Do vetor M, podemos ainda derivar um segundo vetor N que também satisfaz a

equacoes de Helmholtz.

(V24022 =0  (9) M =V x (¢c) (10) N — v ::M (11)

Se um conjunto de fungdes v, (r) satisfizerem a equagdo (9) e formarem uma relagao de comple-
teza no espacgo das funcdes, é possivel escrever qualquer campo vetorial que satisfaca a equacdo de
Helmholtz como sendo uma combinagao linear dos vetores M;,,, € Ny,,,. My, € Ny, sdo chamados

de funcdes vetoriais de onda e as fungdes v;,,, sdo chamadas de geratrizes desses vetores.

E(r) =Y > ANM(r) + AN, (r) (12)
l m

Essas expansodes sao muito dteis para comparar como campos diferentes se somam, ou como cam-
pos se comparam em diferentes regides, e dependendo da escolha das funcdes geratrizes € possivel
ainda ter funcgdes cujas contribui¢cdes decrescem rapidamente com a ordem da expansdo, tornando
truncamento uma alternativa possivel e facilitando a computacao dos termos para comparar resulta-

dos analiticos e numéricos. Mas que funcdes geratrizes sao escolhas boas?

2.2.1 Uma solucao cilindrica
Em coordenadas cilindricas, a equacdo de Helmholtz tem o formato da equagdo (13), onde r
€ a coordenada radial cilindrica, ¢ a azimutal e z a retangular do eixo cilindrico. A priori ndo €
tao simples resolver essa equacdo diferencial parcial para um 1 qualquer. Assumindo uma solugdo
separdvel para 1), ou seja, assumindo que i) = R(r)®(¢)Z(z) obtém-se a equagdo (14). Dividindo
tudo por R®Z, chega-se na equagdo (15).
10, 0 1 9 0?

2 2 2
= —-— —_— —_— —_— = 1
(V2 + k) rar(raer 7”2(9<p2w+ 52V TEY=0 (13)
a2 1d 1 &2
Zl—R+ -—— 7——— — 7 +KkROZ = 14
O [dr2R+rd7"R)]+R 20, +R@d22 + k*RO 0 (14)
1 d? 1d 11 d? 1 d?
—[-=R+-——R)]+k+—-——d+—-—-—2=0 15
Rlgalt i IR+ 30020 Zue (1)

O que faz sentido nesse momento entdo € isolar partes que dependem apenas de uma fungao das
outras. Se os dois lados da igualdade devem ser iguais para todos os valores de r, ¢ € z, torna-se claro
que essa igualdade deve ser constante. E isso que pode ser visto nas equacdes (16) e (17), onde as
chamadas constantes de separacdo foram escolhidas de tais formas que ¢ fosse periddica e Z regular

para pontos muito distantes da origem por alguma das duas direcdes. Substituindo (16) e (17) na
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equagao (15) e multiplicando tudo por R, obtém-se por fim a equacdo (18), que pode ser reconhecida

como uma equacao de Bessel.

1. d? 1d 11 1 a2
L, 1a [ S RN S 16
R[dr2 +rdrR)]+ +¢)r2 2 Z dz? (16)
1.d>  1d , 1 11 &
il adll - e = d=m> 1
Rlan TR T gl = mgaget T (4
d? 1d 5 o m?
el R (PR = )R =0 (18)

Com isso, as solugdes de ¢ e Z ficam diretas, e podem ser encontradas respectivamente nas
equagoes (19) e (20), param € Z. A solugdo de (18) ndo € tao direta, mas felizmente ela é conhecida
na literatura e retorna como solu¢do uma combinac¢do linear das chamadas funcdes de Bessel de
primeira espécie (J,,), regular na origem, e de segunda espécie (/V,,), regular em pontos distantes da
origem. Todavia, para o caso eletromagnético € conveniente definir as fungdes de Bessel de terceira
espécie, ou funcdes de Hankel, como sendo H,,, = J,, +i/N,,, com ¢ a constante imagindria, de forma
que ainda € possivel escrever as fun¢des desejadas como sendo combinagdes lineares de J,,, e H,,.

Assim, toda funcao ¢ pode ser escrita como na equagao (22).

Pin(p) = ame'™? (19) Zi(z) = byt (20)
Ry (1) = A T (rVE2 + 12) + By Hp (rVE? + 12) o)

Yk,r) =) i (A o (rVE2 4 12) + By Hy (rVE2 + 12)] ™%l (22)

| m=—oc

Os campos de interesse para o eletromagnetismo sao de dois tipos: regulares na origem, € com
comportamento de radiacdo (campos que para pontos muito distantes da origem funcionem como
ondas esféricas saindo da origem). Para tal, utiliza-se J,,, e H,, respectivamente em cada um dos
casos. Assim, pode ser interessante escrever uma fungio geral o, (), que pode ser igual a .J,, ou a
H,,, dependendo do caso de interesse. Fung¢des do tipo ¢y, = a,,(rvk? + l2)eim"”elz sdo chamadas
de harmoénicos cilindricos. Com isso, e escolhendo o vetor constante definido na equagdo (10) nos
sistema de coordenadas ¢ = %, e definindo o pardmetro de tamanho p; := rv/k* + [2, os vetores

harménicos cilindricos (VHCIil) podem ser escrito como nas equacoes (23) e (24).

Mlm(k7 I‘) = Vk2 + [2 |:Zmam—<’0l)f- _ Oé;n<pl)(:0‘| eimgoelz (23)
Pl

Nlm(ka I') =V ]{,‘2 + l2 |:l(1/;n(pl)f' — Zlm&mp(pl)sb 4 /k.Q + l2am(pl)i:| eimcpelz (24)
1



2.2.2 Uma solucao esférica

Em coordenadas esféricas, a equacao de Helmholtz tem o formato da equacdo (25) onde r € a
coordenada radial, § a polar e ¢ a azimutal. Usando o mesmo truque da sec¢do anterior e assumindo
uma solug@o separavel para 1, ou seja, assumindo que ¢ = R(r)O(0)P(p) é possivel separar a
equacdo (25) em trés equagdes diferenciais ordindrias para as fungdes R, © e ®, respectivamente nas
equacdes (26), (27) e (28). As constantes [ e m sdo apenas as constantes de separacio, que sao inteiras

ja que ® € 2m-periddica e O deve ser regular para 6 = 0, 7.

10, 6,0 1 0 0 0?
2 2 = — (2 = Y (sing= R N 2
(V241 r28r(r or )+rzsin909(sm 89¢)+r28in26’8g02¢+ v=0 25)
d, ,d
g(ﬁ%m +[K*r?* =1l +1]R=0 (26)
1 d d 2 d* 2
el 1) — 0 O 2 ® 4+ m’D (28)
sin@de(smed@@>+[l<l+ ) sin29]@ 0 @7 dep?

As equacoes (26) e (27) ndo tem solugdes tdo diretas como a (28). Para a equacao (26), é possivel
fazer a substituicdo de varidvel p = kr e procurar solugdes do tipo R = ap~'/2, e substituindo isso na
propria equacgdo se chega na equacgdo (29), que tem um formato muito parecido com a equacao (18)!
Assim, R tem como solucdo fun¢des do tipo da equagdo (30), onde j; e h; sdo as fungdes esféricas de
Bessel e Hankel, definidas em (31) e (32).

2

d 1
Papttrget (=t g)a=0 @9 R(p) = Auji(p) + Biu(p) ~ (30)

(o) = |/ & 22P) Jeerjalp) + N ()
Jz(ﬂ)—\/;T (31) hz(p)—\/g 14+1/2 . I+1/2 (32)

A solugdo de (27) também nao é nada trivial, mas ja é conhecida na literatura. A sua solucdo é

Pyn(cos @), onde P, sdo os chamados polindmios associados de Legendre. Interessante notar que
para |m| > [ esses polindmios zeram, e isso estd relacionado ao fato de querermos solugdes regulares
em 0 e 7. O mais interessante ainda é que o produto de P, por ™, a solucio da equagio (28),
resultam nos chamados harménicos esféricos a menos de uma constante de normalizacao n;,,,. Como

podemos inserir essa constante de normalizacdo nos coeficientes da série, de forma que:

204+ 1 (L —m)! i
T m)!le(cos 0)e (33)

MmOt (0) P (@) = Yim (0, ) = \/

Dessa forma, Y;;, = Y;_,,, onde * indica conjuga¢do complexa. Por fim, campos que satisfagcam

a equacao de Helmholtz satisfazem entdo a equacao (34).

0o l

V(1) =Y > [Aimi(kr) + Banhu(kr)]Yim () (34)

=0 m=—1



Dessa forma, com ¢ = r, os vetores harmonicos esféricos (VHEsf) ficam como nas equacdes (35) e
(36), e pela relacdo de completeza das fungdes escolhidas pode-se escrever qualquer campo vetorial

que satisfaca a equacao de Helmholtz como na equacgdo (12).

. imeo Pim/(cos 0 A~ AP, (cosf .
M,,,, = ime “”%al(p)e —e “"%al(p)p (35)
a(p) , o amold dPy,(cosf) ~ le(cose)
Ny, =1l(l+1)——=e"*P, 0 e — — —0 ——F@ (36
i =0 ) emepy cos ) 4oL o) { T8 4 i S g e

Para o caso de uma onda plana polarizada no eixo x e com vetor de onda na direc¢do de z, o que
¢é totalmente razodvel de se escolher uma vez que k L &; (&; o vetor de dire¢do da polarizacdo) e

0s eixos cartesianos num sistema de coordenadas esféricos podem ser escolhidos de forma arbitréria,

encontra-se a expansio vista na equagio (37), com E; = i' £, 1?11111)
e E, A . A
) =D i M (kx) = M, (k. x) + N (R 0) + N () (37)

=1
A soma s6 aparece em [ pois todos os coeficientes de Ay, tal que |m| # 1 zeram. O super-indice
j indica que « € a func¢do de Bessel 7, e analogamente o super-indice h indicaria que a fun¢do « na

construcdo dos VHEsf seria a funcdo de Hankel /.
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3 O problema do espalhamento

Os campos E, B, D e H nao sdo necessariamente continuos numa interface entre dois meios (1
e 2) com indice de refracdo diferentes. Todavia, a descontinuidade deles € bem definida, e depende

apenas das densidades superficiais de cargas e correntes, o que pode ser visto nas equagdes (38)-(41).

E| = E} (38) (Di — Dy) = oy (39)
H -H,|=K,xn (40) Bl =Bt 41

Onde o subindice 1 ou 2 denota em qual meio o campo esté contido, o € a densidade superficial
de cargas livres, K¢ € a densidade superficial de correntes livres, o superindice L indica a dire¢ao do
vetor 11 e || a dire¢do perpendicular ao vetor ii. O vetor i1 por sua vez indica a dire¢do perpendicular

a interface, esquematizada na figura 1.

Figura 1: Esquema de uma interface entre dois meios. No esquema € possivel ver uma representagdo do vetor
diretor da superficie i, da densidade de correntes livres K e da carga livre o7.
Fonte: elaborada pelo autor.

Quando um feixe de luz passa de um meio para outro e sofre mudanca nas suas caracteristicas de
forma a manter as equagdes de continuidade, ocorre o chamado fenomeno do espalhamento. O campo
externo ao objeto espalhador entdo € dado pela soma do campo incidente (E;) com o espalhado (E;),
enquanto o campo interno ao objeto € chamado de campo transmitido (E;). Encontrar uma relagdo en-
tre os campos espalhado e transmitido com o campo incidente requer uma solugdo exata das equagoes
de contorno ao longo de toda superficie do objeto. Dada a linearidade das equag¢des de Maxwell e das
de contorno, uma forma de sintetizar o problema, € introduzir um operador multilinear T de transi¢ao
que relacione E; e E;. Uma vez que se obtenha os coeficientes de T em uma determinada base, o
problema esté resolvido. Esse operador é chamado de matriz T e sua representacdo pode ser vista na
equacao (42).

E, =TE; (42)

Uma vez que a Matriz T € encontrada, seja por métodos numéricos ou analiticos, ela independe do
tipo de feixe incidindo sobre o corpo espalhador. A matriz T depende apenas da origem do sistema de
coordenadas, da geometria do objeto, do comprimento de onda incidente e da direcao de propagacdo

[23]. Translacdes e rotacdes podem ser calculadas por transformacdes lineares bem definidas [5].
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Encontrar uma solucao analitica para o caso geral pode ndo ser tdo facil, mas podemos nos apro-
veitar de situagdes com simetrias esféricas e cilindricas para utilizar a teoria reproduzida neste texto.
3.1 Secoes de choque

Algumas quantidades que podem ser interessantes para quantificar o fendmeno envolvem as cha-
madas Secdes de Choque, inclusive s@o o que comumente quantificam o espalhamento de diversas

substancias. Mas o que exatamente sdo essas se¢des de choque?

—_—
> =T T~ IMAGINARY
5,» \\\ SPHERE
> s \
4 \
/
_— A
! \
—— 1l 2 \
! \ z
—— | A
! ]
—_— e/ i
N ’
\‘ \ r /
> N /
_ \, ’
\\ //
r—— y "“-._‘___ ’_,4,
.

Figura 2: Representacdo de uma particula espalhadora arbitraria, um feixe incidente de onda plana e uma
superficie de integracéo esférica imagindria A.
Fonte: Craig, F.; Bohren, F.; Huffman, D. R. [3].

Considere que um feixe de luz num meio néo absorvente (/m(n) = 0) estd indicando uma inten-
sidade /y em um detector. Apds isso uma ou mais particulas sdo colocadas entre a fonte do feixe e
o detector, fazendo que o detector indique uma intensidade / < [,. Essa diminui¢@o na intensidade
¢ a chamada extingdo, que é a combinagao dos efeitos de absor¢ao e de espalhamento por conta dos
corpos colocados. Uma forma de quantificar a absor¢do, é considerar o fluxo eletromagnético da dos
campos envolvidos em uma superficie A que engloba as particulas espalhadoras. Definindo o vetor
de Poynting como S := E x H (com S.,; = %(El x Hy + E; x H;)), as poténcias de absor¢io (P,),

espalhamento (F;) e extingao (FP.,,;) ficam da forma:

P, = / S-#dA (43) P, = / S,-fdA  (44) P = — / Seut - FAA (45)
A A A

Dessas quantidades, fica interessante definir as chamadas se¢des de choque (C'), que relacionam

as poténcias com a intensidade I do feixe (P = C'Iy). Mais ainda, pode ser interessante definir os

c

coeficientes (ou as eficiéncias) de espalhamento o = &, onde C; € a se¢do transversal geométrica da
g

particula. Para uma esfera de raio a, por exemplo C;, = Ta?.

3.2 O espalhamento Mie

O primeiro caso a ser trabalhado é o de uma esfera dielétrica linear e homogénea de raio R e

indice de refracao n, referente ao do meio de indice de refracdo n na qual estd imersa, num esquema

12



()
(b)

Figura 3: Representacdo esquematica de uma esfera homogénea e de um cilindro reto homogéneo infinito,
ambos de Raio R e indice de refracao relativo ao meio n.
Fonte: elaboradas pelo autor.

como apresentado na figura 3a. A esfera ndo apresenta cargas nem correntes livres. Esse € o chamado
problema de Mie, em homenagem ao alemao Gustav Mie que em seu artigo de 1908 [2] resolveu
analiticamente esse problema motivado pelo espectro do espalhamento (i.e. a cor) de suspensoes
coloidais metdlicas. A origem do sistema de coordenadas € colocada no centro da esfera.

Note que da equagdo (3), temos que V x E = iwB. Dai, o campo magnético associado a onda
incidente pode ser determinado.

O campo espalhado E; e o campo transmitido E; devem ter o formato visto nas equacdes (47) e
(48). Com isso e aplicando as condi¢des de contorno entre (38) e (41), além da defini¢cao dos VHEsf
em (35) e (36) e a ortogonalidade dos VHESf para diferentes [ e m, chega-se no sistema de equacdes

em (49).

%EZEZWﬁn k,r) + WE2NY) (k1) (46)
= 0 m—fl
EoZ Z ADMP (k,r) + AZND (I, x) @7)
l 0 mf—l
EoZ Z LMD (k) + W NP (g, ) (48)
=0 m=—1

/

Glp W) = W) + h(p) AT,
neji(p) W2, = [i(p)W, + hi(p) AZ) ]

1) (1) (49)
Lt (p )W, = Lluf(p) Wi, + wi(ps) AL, ]
L (pa) W, = Lup(p) W), +wi(p) A, ]

Resolvendo esse sistema de equagdes para um material ndo magnético (de forma que p = ),
() M
) . A Al
obtemos os chamados coeficientes de Mie a; := ——Wég; eb = — W(l) .

i,lm i,lm
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o w(ps)ui(p) — nsur(ps)uy(p — nguy(ps)ui(p) — wi(ps)uy(p)
WP) = lowlp) — o) 0 O = e wl) — i) Y

Com u;(2) = zji(z) e wy(z) = zhy(z) as chamadas func¢do de Riccati-Bessel e de Riccati-Hankel.

Na base de vetores harmonicos esféricos, entdo, a Matriz I’ para o problema de Mie fica da forma:

b, 0 - 0 0
0 —by - 0 0
T P (52)
0 0 ... —al 0
0 0 0 —a2

O problema esté resolvido, mas nao quer dizer que ele estd numa forma interessante de se tra-
balhar. Os feixes incidentes de interesse geralmente sdo ondas planas ou composi¢cdes de ondas
planas: qual a vantagem de se expandir algo exponencial em termos supercomplicados como vetores
harmonicos esféricos? Uma ideia seria falar que a computacdo do problema com valores numéricos
seria mais facil, mas como exatamente uma soma infinita € de mais facil computacido? Talvez, se nao
precisarem ser calculados infinitos termos. Mas que truncamento € realmente bom? O que € um bom
critério de convergéncia?

Dave [6] sugeriu que um critério que garantiria a convergéncia até a sexta casa decimal seria parar
os cdlculos dos coeficientes de Mie até o primeiro valor de [ tal que a equagio |a;|* + |b|? < 1071
fosse satisfeita. Esse critério foi muito utilizado, mas poderia diferir na precisdo de computador
para computador na época. Assim, a estabilidade dos célculos dos vetores de multipolo poderia ser

prejudicada e os campos calculados poderiam facilmente ser diferentes dos que se queriam calcular.

Para fugir desses problemas, pode ser interessante assumir um valor de [,,,,, a priori. Uma forma
€ assumir que /,,,,, € uma funcdo do parametro de tamanho do objeto p = nkR. Khare [7] utilizou
bases tedricas para sugerir que l,,q.(p) deveria ser uma fun¢éo da soma de um termo linear, mais
uma raiz cubica do pardmetro de tamanho. Com isso, Wiscombe [8] fez certas modificagdes, testou

diversas vezes e encontrou os parametros que podem ser encontrado na equacao (53).

lp+4p/3 +1], 5¢0.02< p<8
Imaz(p) = { |p+4.050"3 + 2|, se 8 < p < 4200 (53)

lp+4p'3 + 2], se p> 4200

Entéo para uma gota de dgua (ns = 1,33) de R = 100 nm iluminada por uma luz monocromatica
de A = 500 nm, uma aproximagao muito razodvel pode ser feita truncando as séries até a ordem

lmas = 6. E interessante notar a especificacio para p > 0.02. Por que na primeira condigdo nio

14



simplesmente colocar p < 8? Isso acontece porque para particulas muito menores que 0 comprimento
de onda, apenas o primeiro termo terd relevancia significativa. Nesse limite, o espalhamento de
Mie cai na dispersdo de Rayleigh [9], mostrando que essa dispersdo € apenas um caso particular da
explicada pela teoria de Mie.

O que € vantagem para particulas pequenas, também & limitacao para corpos grandes. Uma esfera
de silica n = 1,46 de raio 1 mm iluminada por uma luz de 500nm, precisaria de um l,,,,,, = 18500.
Uma esfera de vidro (n = 1, 52) de 1 ¢m iluminada pela mesma luz precisa de cerca de 200000 termos
para a obtencdo de resultados razodveis! Computadores sdo cada vez mais potentes, mas levando em
consideragdo todas as recorréncias que devem ser calculadas para se obter j; e h;, o tempo de célculo
pode ser oneroso demais. Para corpos que tem como tamanho caracteristico milhares de vezes o
comprimento de onda da luz incidente, a teoria da Optica geométrica pode ser utilizada de forma
satisfatéria' e menos onerosa.

Os vetores harmonicos esféricos também podem fornecer uma bela visdo de como os campos
sdo espalhados dependendo co 4dngulo de observacdo. E possivel se definir as chamadas fungdes de
dependéncia angular 7, (0) = W e Tm(0) == w, m =T eT = T, comf =0
a direcdo de incidéncia, de forma a simplificar a aparéncia da dependéncia polar dos VHEsf. As
representacdes polar dessas fungdes para os 5 primeiros valores de [ podem ser vistas na figura 4.
Com ela € possivel perceber que para valores impares de [, 7m; tem simetria especular em quais-
quer um dos eixos = ou y, enquanto 7; s6 apresenta simetria especular no eixo x, com 7;(7) = 0 e
7,(0) = max (7). Para [ par, o reciproco acontece.

De qualquer forma, quanto maior o valor de [ considerado para o truncamento, maior a influéncia
na direcdo de propagagdo (f = 0) o campo espalhado terd. De tal sorte que a equagdo (53) sugere
que quanto maior o corpo, mais espalhado na direcao de propagacdo e menos na direcao contraria a
propagacao o campo serd, que € um resultado conhecido da dptica geométrica.

Prosseguindo os cdlculos para coeficientes de choque para uma onda plana, das definicdes em (44)

e (45), segue que:

@+ D(laf + b*) (4 e = 1 > (@2l +1)Re(a+b)  (55)
1=0 1=0

O que pode ser feito com esse resultado, entdo, € calcular o qudo a luz € espalhada para diferentes

Osca = k2 R2

frequéncias, entendendo de forma qualitativa a coloracdo de diferentes materiais e suspensdes coloi-
dais. O indice de refracdo num caso geral, todavia, € dependente do comprimento de onda. Existem

diversos modelos[11][12] que calculam essa dependéncia, mas a discussdo deles foge do escopo deste

'A teoria de 6ptica geométrica leva a alguns resultados diferentes da solucdo exata. Um dos exemplos é que para
corpos muito grandes as leis de Maxwell preveem que a se¢do de choque de extingdo tende a duas vezes a secdo de
choque geométrica, enquanto a dptica geométrica prevé que ambas deveriam ser iguais. Esse é o chamado paradoxo da
extingdo [22].
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Figura 4: Representagio polar de m;(0) e 7;(6) paral = 1,2,3,4 e 5.
Fonte: elaboradas pelo autor.

texto. Nos gréficos a seguir sdo utilizados dados de indice de refracdo disponiveis online [13].

Quoeficiente de espalhamento para esferas de ouro coloidal
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Figura 5: Coeficientes de espalhamento para esferas de ouro de diferentes raios no limite coloidal.
Fonte: elaborada pelo autor.

Utilizando os valores do indice de refracdo para esferas de ouro de diferentes raios, obtém-se a
curva da figura 5. E interessante notar que o maximo das curvas para ambos os raios estd na regiio
do vermelho visivel. E satisfatério dizer, entdo, que a teoria do espalhamento consegue explicar a
coloragdo avermelhada do ouro coloidal.

Outro fato interessante é o demonstrado pela figura 6. Para raios muito pequenos, o coeficiente

L

sa- Isso €

angular da curva log — log tende a -4. Ou seja, para particulas muito pequenas, og., X
justamente o resultado de Rayleigh comentado na introdu¢do, o que mostra que particulas pequenas
espalham mais na regido do azul, como é o caso dos gases da atmosfera, o que explica a cor do céu

ser azul! Isso é um indicio fortissimo do poder dessa teoria que ndo assume consideracoes sobre o
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Quoeficiente de espalhamento gotas de agua
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Figura 6: Coeficiente de espalhamento para goticulas esféricas de dgua de diferentes tamanho, em escala

log — log e m € o coeficiente angular melhor reta do fit linear.
Fonte: elaborada pelo autor.
tamanho dos corpos espalhadores para explicar o fendmeno do espalhamento em qualquer escala!
Uma grande limitacao dessa abordagem € a da geometria do corpo espalhador. Cristais metalicos
em suspensoes coloidais podem ter diversos formatos, como cubos, octaedros, placas e cilindros [2],
e em primeira ordem uma aproximacao esférica pode ser boa para particulas tdo pequenas. Quanto
maior o objeto, mais dificil fica desconsiderar efeitos de borda nessa aproximagdo geométrica e o
erro entre o valor tedrico e o medido em laboratorio pode diferir bastante. Para pingas opticas, por
exemplo, onde o extremo controle em forcas e torques sdo a alma do experimento, a consideracio de
que um nanotubo é esférico na hora do planejamento pode levar a efeitos cuja anélise pela teoria de
Mie levaria a resultados absurdos. Por isso € de suma importancia a compreensao desse fendomeno e

desenvolvimento de teorias analiticas para o estudo de outras geometrias.

3.3 O cilindro infinito

Uma outra geometria que pode aproveitar bastante dos sistemas de coordenadas que desenvolve-
mos na se¢do de teoria € a de um cilindro reto infinito. o caso geral para qualquer feixe € resolvivel,
mas de uma complexidade relativamente alta para o tamanho do texto. Uma alternativa entdo é fazer
duas consideragdes sobre o problema: considerd-lo uma onda plana cuja dire¢do de propagacao faz
um angulo £ com o eixo z e separar as ondas em duas polarizagdes ortogonais mais facilmente resol-
vidas. Para nos aproveitarmos da simetria do problema, o eixo z é colocado no eixo do cilindro.

As polarizacdes escolhidas para as contas sdo: ondas no plano xz (subindice “par”), de tal forma
que E; o (k, 1) = Egethrsingeoserzcost) (o5 €3 + sin €R), e ondas perpendiculares ao plano zz

(subindice “perp”), de tal forma que € E; p(k, 1) = Ege ikrsintcosptzcos&)g - pelo formato das
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equagdes, em ambos os casos € criada uma restri¢cdo para os possiveis valores de [ na expansao da

equagao (22) de forma que [ = —ik cos &, restringindo o parametro de tamanho p; = kR sin £. Assim:
Eipor = %ﬁg mf_j@(—z‘)’”w (56)  Eipery = %ﬁg :i (—i)™MY  (57)

Boper = 70 : mi(—z’)”(iam,pr&’P + bnparN;) (58)

Esperp = %ﬁf m:ioo(_i)m(mm,pemMgr’z) + bm,perpNgLL)) (59)

Colocando esses valores nas equacdes de condi¢des de contorno (38)-(41), lembrando que

B = %V x E e considerando os meios nao magnéticos (i = jis) t€m se que:

CoiVin — B Dy, W By, + 1Cp Dy,
m,par = . 60 bm ar == N 61
(., p Wi Vi + D2, (60) P W Vi +1iD2, 6
iCr Dy — At Vi CoWy + Ay Dy,
(62) bm,perp = - (63)

Gmperr = gy 4 D2, WV +iD2,

Ay = iC[CT1, (1) (€)= 0T () T}, (C)] (64) By := C[n2¢ Ty, (1) Jn(C) = 1 Jm() T} (0)] (65)

¢? ¢?

C,. = mcos 5nJm(n)Jm(¢)(n_ —1) (66) Dy, :==mcos €nJm(n>Hm(<)(ﬁ 1) (67)

Vi = C[n2CT, (1) Hin(C) = 0T () Hy, (O] (68) Wi = i€ (105 (n) H, (€) — (T () Hin (€] (69)

Onde ( = kRsin¢ en = kRy/n? — cos? {. Para os dois casos essa € a solu¢do geral deduzita por
Wait [15], mas a generalidade muitas vezes complica a visualizacao do que estd acontecendo. Um
caso particular € o da incidéncia normal (§{ = 7), onde s@o recuperados os coeficientes obtidos por

Kerker [14], onde @, por = Ui perp = 0 € A perp € b par podem ser vistos a seguir:

n(P5)Jm(p)
m(0s) Hin(p)

N5 (05) Jm(P) — Jm(p) 1 (ps)
nerln(ps)Hm(p) - Jm(ﬂs)H;n(kR)

a _ nsj;n(p)Jm(pS) -
Teper nst(Ps)H;n(p) -

J!
7 (70) bm,par = (71)

Com p = kR e p, = n,kR. E interessantissimo notar que apesar de a situacio fisica ser comple-
tamente diferente, o formato de b,,, ;.o € muito similar ao de b;, € 0 de a,, ;o € muito similar ao de q;,
com a diferenca sendo a utilizacdo das funcdes de Bessel ou das funcdes esféricas de Riccati-Bessel.
Isso sugere que pode haver alguma relacao na forma que as contribui¢des dos vetores harmonicos
cilindricos decaem com o parametro m e como as contribugdes dos vetores harmonicos esféricos de-
caem com o pardmetro [. E justamente isso que pode ser visto na figura 7. Assim, um bom critério de
convergeéncia a ser utilizado em computagdes pode ser aquele sugerido em (53).

Embora no nosso universo nao existam cilindros de fato infinitos, essa solu¢do pode ser muito
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Comparacao entre o espalhamento de Mie e o de Kerker
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Figura 7: Comparacdo entre os médulos dos coeficientes da expansdo em fungdes vetoriais de onda no caso do
espalhamento Mie e do espalhamento por um cilindro com incidéncia perpendicular (Kerker) e como variam
com a ordem da aproximacdo. Para um corpo espalhador com ng = 1,4585, R = 100 nm sendo iluminado

por uma luz com A = 530 nm. S6 se considera | > 0 pois a—_y, par = —Cm.pars O—m. par = bm par

A —m perp = Am perp © bfm,perp = _bm,perp-
Fonte: elaborada pelo autor.
interessante para estudar cilindros que sejam muito finos comparados com sua altura [16]. Uma das

consideragdes que pode ser feita para resolver o problema do espalhamento por um cilindro de altura

finita € considerar o campo interno como sendo o do infinito, como feito por Seker & Schneider [17].

3.4 Outras geometrias

Para geometrias que sejam variagdes ou combinagdes de cilindros infinitos e esferas, os passos
apresentados aqui ainda podem ser utilizados, com o devido cuidado. Diversos exemplos, como
esferas Opticamente ativas, anisotropicas e esferas concéntricas podem ser encontrados no Capitulo 8
de Bohren E Huffman [4]. Um caso muito interessante € o de cilindros concéntricos infinitos [14].

Outro caso desses € o trabalhado por Mangini & Tedeschi [18], de uma esfera imersa num cilindro
infinito. Nesse artigo eles utilizam do fato de os vetores harmonicos esféricos e harmonicos cilindros

estarem ligados pelas equacdes (72)-(75).

M, (r) — im% /0 (@) Mo (1) + miin (@)No ()] dox (72)
Ny (1) = im% /0 [t (@) M () + 7 ()N (1) dex (73)
M (r) = k3 it 2L (M (1) + i (O Nu()] (74)

n(n+1) (n+m)!
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_k Z f-m 25 - 11) EZ - jj;‘;: Sin €[ ()M (1) + T ONim ()] (75)

Para outras geometrias as condi¢des de contorno nao ficam num formato tao simples de se resol-
ver, e as solugdes das equacdes de Maxwell comumente precisam ser resolvidas de forma numérica.
Alguns métodos comuns para se resolver esse tipo de problema sdo os Métodos de Elementos Finitos
[21], método de Diferengas Finitas no Dominio do Tempo (FDTD) [19], aproximag¢do por dipolos
discretos [20] ou Método de Condi¢des de Contorno Extendidas (EBCM) [24].

3.5 Forgas opticas

A luz, além de carregar energia, carrega também momento linear e eventualmente momento angu-
lar. Quando o espalhamento ocorre o campo incidente e espalhado em geral ndo carregam o mesmo
momento linear em direcdes opostas. Como a quantidade de movimento deve se conservar local-
mente, hd uma transferéncia de momentum entre o campo incidente e o corpo espalhador. A taxa de
variagdo do momento no tempo leva a chamada “forca de radiacdo”, que pode ser uma quantidade
de interesse para diversos experimentos de aprisionamento optico. Essa forca pode ser calculada in-
tegrando o fluxo de momento eletromagnético ao longo de uma superficie esférica A de raio r que

englobe a particula, como na figura 2, de tal forma que:

2 2
Frog = —57“2]{ [|Es|2+ < B.[> + 2Re (EE + B, B:)] fdA (76)
4 A ns ns

Onde c € a velocidade da luz no vécuo e | - | representa médulo do vetor, tal que |a|> = a - a*.

A integral em (76) ndo parece tdo simples de resolver num caso geral da forma que estd. Toda-
via, expandindo os campos E; e E; em vetores harmdnicos esféricos e utilizando suas relagdes de
completeza, temos que a componente da forca em uma dada dire¢do G, em termos dos coeficientes de

expansdo A, do campo espalhado e W; do campo incidente, € dada por [5]:

Fraa(t) = — 6252 4”2 > Z [ ErAB) L WEAR) V() (77)

plm p'l!'m’ p=-—1

Onde K7, Leimirmy S0 coeficientes numéricos dependentes dos coeficiente de Clebsch-Gordan.

Um exemplo do comportamento da forca de radiacdo para um feixe de luz focado pode ser visto
na figura 8. (@); é a chamada eficiéncia de forca, que é o mddulo for¢a de radiagdo na direcdo 4
dividida pela poténcia do feixe vezes a velocidade da luz. E interessante ressaltar o comportamento
de aprisionamento axial e radial da forca encontrada. O comportamento linear préximo ao foco é
justamente o comportamento encontrado nas pingas Opticas [5], que € o que justifica a definicdo de

constantes de forca para estes aparatos experimentais. Isso indica, mais uma vez, o quao importante

20



0.15 0.3

ol | Sl
0.05 fl \ O'LJI

0.1- f

0
. |‘
K 0.2- \ JI
-0.05 [ \
u 0.3-
-0.1 0.4-
_5 0 5 -2 0 2

z(xA) r(xa)
Figura 8: Eficiéncia de forca axial (figura a esquerda) e radial (a direita) de um feixe de A = 1064 nm focado
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1.2 ym. A origem do sistema de coordenadas estd no foco do feixe.
Fonte : Niemen, T.A. et al [23]

€ o desenvolvimento de teorias de espalhamento para a compreensdo correta e para o planejamento

adequado de experimentos que envolvam aprisionamento 6ptico [5].
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4 Conclusao

Neste trabalho discutimos sobre solu¢des da equacao de Helmholtz para coordenadas cilindricas
e esféricas, no contexto do eletromagnetismo. Utilizamos desta teoria para resolver analiticamente
o problema do espalhamento para os casos canonicos da esfera dielétrica e do cilindro reto infi-
nito dielétrico com quaisquer tamanhos caracteristicos. Com isso, obtemos expressdes exatas para o
campo espalhado por estes objetos. Além disso, comentamos sobre outras geometrias derivadas das
candnicas e sobre métodos numéricos para a solugdo desse problema para quaisquer geometrias.

Também discutimos em quais limites de tamanho podem ser interessante utilizar essa abordagem.
Concluimos que para corpos muito grandes o truncamento deve ser feito com muitos termos, o que
requer muito poder computacional e pode ndo trazer resultados fundamentalmente diferentes da te-
oria de 6ptica geométrica. Para corpos muito pequenos, as teorias aqui desenvolvidas reproduzem o
espalhamento Rayleigh. Assim, para corpos com tamanho caracteristico da ordem do comprimento
de onda da luz incidente, as teorias de Mie e de Wait sdo descri¢cdes exatas que levam a truncamentos
razodveis para os campos espalhado e transmitido com poucos termos.

Encontramos expressoes analiticas para o coeficiente de espalhamento para suspensdes coloidais
com particulas esféricas, analisando o caso do ouro, sob o ponto de vista de teoria de Mie. Além disso,
mostramos que a intensidade da luz espalhada para pequenas particulas € inversamente proporcional
a quarta poténcia do comprimento de onda. Por fim, mostramos como a expansao por VHEsf pode
facilitar a computagdo de forcas Opticas pela transformacdo de integrais em somatorios.

Portanto, a busca por solugdes exatas para o problema do espalhamento de luz para diferentes
geometrias no limite mesoscopico nos leva a compreensao do azul do céu, do vermelho do ouro, das

forcas Opticas de aprisionamento e de muito mais.
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